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Curso de Nivelamento de Matematica

O projeto de nivelamento em Matemética tem como objetivo proporcionar aos
alunos ingressantes e para todos aqueles interessados em participar a oportuni-
dade de amenizar a caréncia de conhecimentos em Matematica basica, buscando
um melhor desempenho dos académicos nas disciplinas de graduacdo, e assim
colaborar para um processo de ensino e aprendizagem.

O curso de nivelamento serd ministrado pelos alunos do PET-Matematica no
inicio dos semestres letivos. Além disso, a acdo da proposta também oportunizara
uma vivéncia/experiéncia da pratica docente aos petianos que serd futuramente
profissional da educagdo.
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1 Conjuntos

A ideia de conjunto ¢ uma nog¢do primitiva e aparece intuitivamente quando con-
sideramos um agrupamento qualquer.

Um conjunto € formado por objetos, chamados de seus elementos.

Esses conjuntos podem ser representados por meio de um diagrama.

1.1 Relacao entre objeto e conjunto

Se um objeto x goza das propriedades ou satisfaz as condi¢cdes do conjunto A,
dizemos entdo que x pertence a A. Usaremos a seguinte notagao:

X€EA

Embora se, um objeto x ndo satisfaz as condi¢Oes e/ou ndo goza das propriedades
de A, dizemos entdo que x ndo pertence a A. Usaremos a seguinte notagao:

xX¢A

Dado um conjunto A = {ala € um numero natural multiplos de 3} .
A =10,3,6,9,...}, o conjunto A é um exemplo de conjunto Infinito.

Dado um conjunto B = {b|b € divisor positivo de 6}.
B ={1,2,3,6}, o conjunto B é um exemplo de conjunto Finito.

Dado um conjunto C = {c|c € um numero primo par}.
C = {2}, o conjunto C é um exemplo de conjunto Unitdrio.

Dado um conjunto D = {d|d é um numero inteiro de d* = 2}.
D = {} ou @, o conjunto D é um exemplo de conjunto Vazio.

Um conjunto A € igual a um conjunto B, se, € somente se, tiverem 0S mesmos
elementos.

Se em um conjunto A, todos os elementos pertencem também a um conjunto
B, dizemos que A é um subconjunto de B, ou que A estd contido em B. Usamos a
seguinte notagao:

ACB

Ou que B contém A:
BDOA



1.2 Operacoes entre conjuntos

Dados os conjuntos A e B, definimos a unido de A e B o conjunto formado pelos
elementos de A ou de B. Denotamos a unido de A e B por:

AUB

x€(AUB)=—=xcAouxeB

Dados os conjuntos A e B, definimos a intersec¢ao de A e B o conjunto formado
pelos elementos de A e de B. Denotamos a interseccio de A e B por:

ANB

x€(ANB)=—=xcAexcB

Dados os conjuntos A e B, definimos que a diferenca de A e B, nessa ordem, é
o conjunto formado pelos elementos que sio elementos de A e ndo sdo elementos
de B. Denotamos a diferenca de A e B por:

A—-B
x€(A—B)=—=xcAex¢B

a. Conjunto dos nimeros naturais (N):

Chama-se conjunto dos ndmeros naturais o conjunto formado pelos nimeros
0,1,2,3,... com representacao:

N=0,1,2,3,..

Podemos destacar um subconjunto de N formado por todos os niimeros naturais
com excecao do zero, o qual indicamos por N*.

N*=1,2,3,4,5,6,7, ...

No conjunto dos nimeros naturais sdo definidas duas operagdes: a adicdo e a
multiplicacdo. Quaisquer que sejam os naturais a e b, sua soma a + b e seu
produto a - b sdo nimeros naturais.



b. Conjunto dos nimeros inteiros (Z):

Esse conjunto é formado por todos os elementos de N e seus opostos (ou
simétricos):

Z={.,-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,..}

Como todos os nimeros naturais também sao nimeros inteiros, temos que N é
subconjunto de Z, ou seja, N C Z.

Podemos destacar outros subconjuntos de Z:

e Conjunto dos nimeros inteiros nao nulos:

75 ={.,—5—4,-3,-2,—1,1,2,3,4,5,.}

Conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos:

Z,={0,1,2,3,4,5,..} =N

Conjunto dos nimeros inteiros positivos:

7t ={1,2,3,4,5,.} =N*

Conjunto dos numeros inteiros nao positivos:

Z_={..,-5-4,-3,-2,—1,0}

Conjunto dos niimeros inteiros negativos:
zr ={..,—-5-4,-3,-2,—1}

No conjunto dos niimeros inteiros sio definidas trés operacdes: a adicdo, subtragao
e a multiplicacdo. Quaisquer que sejam os inteiros a € b, sua soma a + b, sua
diferenca a — b e seu produto a - b sdo nimeros inteiros.

c. Conjunto dos nimeros racionais (Q):

Chama-se conjunto dos nimeros racionais o conjunto das fragdes 7, onde a € Z
e b € Z*, para os quais adotam-se as seguintes defini¢des:

i. Tgualdade: § = 5 = ad = bc



i3 s x~. 4 ¢ __ ad+bc
. Adigdo: 7+ 5 = %57
s a. ¢ _ ac
iii. Multiplicag@o: 7 -5 = 75

O conjunto dos nimeros racionais também apresenta alguns subconjuntos notdveis:
Q%,Q+,Q%.,Q-e Q.
Notemos finalmente que todo nimero racional § pode ser representado por um

numero decimal. Na passagem de uma notacao para outra podem ocorrer dois
Ccasos:

I. O numero decimal tem uma quantidade finita de algarismos, isto €, uma
decimal exata.
Exemplos: 2 =3; 1 =0,5; 55 = 0.05; 355 = 0.027

II. O nimero decimal tem uma quantidade infinita de algarismos que se re-
petem periodicamente, isto €, € uma dizima periddica.
Exemplos: 1 =0.3333...; 2 =0,285714285714...

. Conjunto dos nimeros irracionais (I):

Um numero cuja representacdo decimal infinita ndo € periddica € chamado de
numero irracional. Indicamos o conjunto dos nimeros irracionais por I.
Exemplos:

e O numero 0,123456... ndo € uma dizima periddica, pois os infinitos al-
garismos a direita da virgula nao se repetem periodicamente.

e Os ntimeros v/2 = 1,4142135..., /3 = 1,7320508..., e = 2,7182818... ¢
T =3,141592... ndo sdo dizimas periddicas.

. Conjunto dos nameros reais (R):

Esse conjunto € formado pelos nimeros racionais e pelos nimeros irracio-
nais, ou seja, as decimais exatas ou periddicas e as decimais ndo exatas € ndo
periddicas, e € representado por [R.

R=QuUI

Por outro lado, se um nimero real € racional, ele ndao € irracional; e se um
nudmero real € irracional, ele ndo é racional.



Existem subconjuntos de R importantes:

e Conjunto dos niimeros reais nao nulos:

R* = {x e Rjx#0}

Conjunto dos niimeros reais nao negativos:

R, = {x € Rlx >0}

Conjunto dos nimeros reais positivos:

RY = {x e RJx >0}

Conjunto dos nimeros reais nao positivos:

R_={xeRx<0}

Conjunto dos niimeros reais negativos:

R* ={xeR|x <0}

2 Potenciacao

Potenciacdo é uma multiplicacdo de fatores iguais sucessivamente.
a'=c

Onde a € a base, n o expoente e ¢ a poténcia.

Exemplo: 43 =4.4.4 =064
Temos que 4 € a base, 3 0 expoente e 64 a poténcia.

Definicoes:
e Todo nimero elevado a zero € igual a um.
=1

Exemplo: 37 =1



e Poténcia com expoente 1.

Exemplo: 5' =5
e Toda poténcia de base 1 € igual ao préprio 1.
1"=1,VneR
Exemplo: 17 =1
e Poténcias com base igual a 0.

Oi’l

|
o

Exemplo: 014 =0

Propriedades da Potenciacao:

e Multiplicacdo de poténcias de mesma base.

Em uma multiplicacio de poténcias com a mesma base, conservamos a base
€ somamos 0s expoentes.

at-adt = an+m

Exemplo:
22.93 _ 9243 _ 55
e Divisdo de poténcias de mesma base

Em uma divisdo de poténcias com a mesma base, conservamos a base e
subtraimos os expoentes.

am
—=d""Va#0
a
Exemplo:
45
T 4523



e Poténcia com expoente negativo

Nas poténcias com expoente negativo, devemos inverter a base e inverter o
sinal do expoente:

Exemplo:

e Poténcia de uma divisao

A divisdo de dois fatores elevados a um dado expoente € igual a divisdao
desses fatores, cada um elevado ao mesmo expoente.

Exemplo:

e Poténcia de poténcia

Para elevar uma poténcia a um novo expoente, devemos conservar a base e
multiplicar os expoentes.

Exemplo:

e Poténcia com base negativa

Temos as seguintes situacoes:

O sinal de negativo (—) na frente da base s fard parte da potenciacio
quando estiver dentro de um paréntese, caso contrario, ele continua no seu
lugar no resultado.
Exemplos:

—32=-9¢(-3)>=9



3 Radiciacao
Propriedades das raizes

12 Propriedade: Quando o radicando for uma poténcia de base maior que
ou igual a zero e expoente igual ao indice do radical, a raiz serd igual a base da
poténcia no radicando.

n

a}’l

Essa propriedade também € valida quando
a<0

e n é um nimero impar maior que 1.

Exemplos:
;

37 =37 =31 =3
/(27 = (-2} = (-2)! =2

Se a base for negativa e o indice for par ndo € vélida, por exemplo:

/(-2 = VT6=2

(=222

22 Propriedade: Quando multiplicamos o indice do radical e o expoente do
radicando por um nimero natural diferente de zero, obtemos um radical equiva-
lente ao inicial.

Quando dividimos o indice do radical e o expoente do radicando por um
ndmero natural diferente de zero, divisor de ambos, também obtemos um radi-
cal equivalente ao inicial.

Exemplos:
V57 = 5% — 5% — Y572 = 514
V26 =25 — 285 — /263 — /22
32 Propriedade: A raiz de um produto ¢é igual ao produto das raizes de seus
fatores, e a raiz de um quociente € igual ao quociente das raizes do dividendo e do

divisor.
Exemplos:



V24 =+/83=(8-3)5 =85.35 = V8.3
1
o7 (T\° 75 7
4 \4) 4 V4
4? Propriedade: A raiz de uma raiz pode ser representada por um unico radi-
cal, em que o indice € igual ao produto dos indices das raizes iniciais.
Exemplos:

1
¥ %:(%)4:(6%)%:6%':6%: 6
5 % 1.1 1-1 1
\/Z:<\/Z> = (42)5 =425 =410 = V4
Propriedades da radiciacao Sea c R, .b e R, . me Z,neN'e p e N*:
o Ja = YT

I

° (’/% = }:—[\/g para qualquer b diferente de 0.

(a)y" = e
Y¥a= a

4 Equacoes de 1° grau

Equacgdo € toda sentenca matemdtica aberta que exprime uma relacdo de igual-
dade. A palavra equacdo tem o prefixo “équa”, que em latim quer dizer “igual”.
Exemplos:

a) x+1=0

b) 2x+7 =18

¢c) dx+1=3x-9
d)3a—b—c=0

N3o sao equacgoes:



a) 4+ 8 =7+5 (Nao é uma setenga aberta)
b) x—35 < 3 (Nao é igualdade)
c) 5# —2 (Nao é sentenca aberta, nem igualdade)

Definicao: Equacdo do 1° grau na incdgnita x é toda equacdo que pode ser
escrita na forma ax = b, sendo a e b nimeros reais, com a diferente de zero.

Equacao geral: ax+b =0

onde a e b sdo nimeros conhecidos e a diferente de O,
a = coeficiente da varidvel
b = termo independente
x = valor desconhecido.

Se resolve de maneira simples: subtraindo b dos dois lados, obtemos:
ax = —b, dividindo agora por a (dos dois lados), temos: x = —g.

Na equagdo de 1° grau tudo que antecede o sinal da igualdade denomina-se /¢
membro, € o que sucede, 2° membro.

Considere a equagdo 2x —8 = 3x — 10

2x—8 = 3x—10
— —
1° membro  2° membro

2x — 8 = 3x — 10
S~ SN =~

Termos da equagao

Uma equagdo do 1° grau pode ser vista como uma balanga com dois pratos
em equilibrio em que cada prato representa um membro da mesma, portanto, tudo
o que fazemos de lado da equacdo devemos fazer do outro para nao alterar tal
equilibrio.

Discussao da Equacao do 1° Grau

1° Caso: Equacdes possiveis e determinadas: S@o as equagdes que admitem
um ndmero finito de solu¢des que, neste caso, por ser uma equagdo do 1° grau sé
admite uma dnica solugao.

Exemplo: x —2(x+1) = -3

2° Caso: Equagdes possiveis e indeterminadas: Sdo equagdes que admitem
infinitas solucdes, ou seja, um nimero infinito de solu¢cdes. Também denominada
de identidades. Seu conjunto verdade € representado pelos nimeros reais.



Exemplo: 5x —2y =74

3° Caso: Equagdes impossiveis: Sdo todas as equagdes que ndo admitem
solucdes. Seu conjunto solucdo € o conjunto vazio.

Exemplo: x+2=x—-5

5 Produtos notaveis

Na resolucao de diversos problemas de matematica, € comum o aparecimento de
expressdes do tipo (x+3)2, (2— p)? ou (3x+ v/4). Devido a grande frequéncia
com a qual esses termos aparecem no célculo algébrico, eles sio denominados
Produtos Notaveis. O desenvolvimento destas expressdes pode ser realizado sim-
plesmente levando-se em conta o conceito de potenciacao e aplicando a distribu-
tiva. Observe como exemplo o desenvolvimento de (x?5)?:

(x—5)2=(x—5)(x—5) =x*>—5x—5x+25
(x—5)? =x*—10x+25

No entanto, como resultado do Produto Notavel apresenta sempre o mesmo
formato, existem algumas regras praticas que podem ser adotadas para desenvol-
ver esses produtos. Essas regras sdo apresentadas a seguir.

a) Quadrado da soma de dois termos:

(x+a)* =x*+2ax+d*
b) Quadrado da diferenca de dois termos:
(x—a)? =x* —2ax+a*

¢) Produto da soma pela diferenca de dois termos:

(x+a)(x—a)=x*>—d°

d) Cubo da soma de dois termos:
(x4a)® =x° +3x%a+3xd® +d°

e) Cubo da diferencga de dois termos:

(x—a)® =x* —3x%a+3xa®* — &*



6 Calculo de perimetro, area e volume

6.1 Perimetro

Perimetro é a medida do com- : 100 m :
primento de um contorno. Ob- '
serve um campo de futebol, o
perimetro dele é o seu contorno
que estd de vermelho. Para fa-
zermos o cdlculo do perimetro
devemos somar todos os seus la-
dos:

P=100+70+100+70

P =340m
Outro exemplo:
3cm
L 7 cm
10 cm 2 cm
1cm
3cm
2 om

O perimetro da figura € a soma de todos os seus lados:

P=10+8+34+1+24+7+2+3
P=18+4+9+5
P=22+14
P =36

A unidade de medida utilizada no cdlculo do perimetro é a mesma unidade de
medida de comprimento: metro, centimetro, quildmetro...



6.2 Area

A Area é a regido plana interna
delimitada pelos lados de um
poligono. Tal conceito é ampla-
mente usado no dia-a-dia, como
na medi¢cdo de um terreno, na
delimitacdo de um espaco, entre

outros.
O valor da édrea de um poligono varia de acordo com seu formato. Cada

poligono tem uma forma peculiar para calcular sua drea. Exemplificaremos al-
guns conhecidos, tais como: retangulo, quadrado, triangulo e circulo.

aliura

hase

Retangulo
J4 sabemos que o retangulo possui dois lados iguais chamados de base e ou-
tros dois lados iguais chamados de altura. Para sabermos o valor da drea de um
retangulo (A), devemos multiplicar a medida da base (b) pela medida da altura (k).

A=b-h

Quadrado

1
No quadrado, podemos aplicar 0 mesmo

raciocinio usado para calcular a area do
retangulo, multiplicando a medida da
base pela medida da altura, mas, como
no quadrado a medida de todos os lados
€ igual (/):,

A=1I-louA=1[?

Tridngulo



No caso do tridngulo, pode-se notar
que ele é exatamente metade de um
retangulo, portanto, em um retangulo ca-
bem dois tridngulos, ambos de mesma
area. Por conseguinte, a drea do
triangulo € metade da drea do retangulo,

ou seja:

h
A=b =
2
Circulo
Considere um circulo de raio r. A érea
de um circulo € dada pelo quadrado de
seu raio multiplicado por 7.
A=(n)-r?
6.3 Volume

Volume de um sélido € a quantidade de espaco que esse sélido ocupa. Nesse
calculo, temos que ressaltar as trés dimensoes do so6lido, observando o seu for-
mato. O entendimento de volume € usado, mesmo que intuitivamente, em nos-
sas acoes no dia-a-dia, por exemplo: antes de estacionar um carro, calculamos
mentalmente o espaco do carro e verificamos se tal espaco é compativel com as
dimensdes do carro, ao instalar uma TV em um mével, conferimos, primeiro, se
o espaco disponivel pode comportar a TV, entre outros exemplos.

Assim como no calculo da érea, o cdlculo do volume de um s6lido depende do
formato do s6lido. Mas, de forma geral, o volume de um sélido geométrico € cal-
culado a partir do produto de sua base por sua altura. Por enquanto, calcularemos
o volume de alguns s6lidos, como: o paralelepipedo retangulo, o cubo e o cilindro.



Paralelepipedo Retangulo

O paralelepipedo retangulo € um sé6lido
cujas seis faces sdo retangulos. Para
calcular o volume do paralelepipedo
retangulo é necessério fazer o produto da
area de sua base pela altura. Mas, como
a base do paralelepipedo retangulo tem o
formato retangular, exprimimos o valor
de sua 4rea por b - c.

Portanto, se multiplicarmos o valor da drea da base pela altura (a) do parale-
lepipedo retangulo, acharemos o valor do volume (V') desse sdlido:

V=ab-c

Cubo

a

O cubo é um sélido geométrico cujas
seis faces sdo quadrados de mesmo lado.
Para calcular o volume do cubo é ne-
cessario fazer o produto da drea de sua
base pela altura. Mas, como a base do
cubo € um quadrado de lado a, o valor de
sua area é, entdo, definido pelo lado ao
quadrado (a?).

Sendo assim, se multiplicarmos o valor da 4rea da base pela altura (a) do cubo,
acharemos o valor do volume (V) desse sélido:

V=aaa

Cilindro

O Cilindro € um sdélido geométrico que
pode ser entendido como um circulo pro-
longado até uma altura 4. O cilindro pos-
sui duas faces iguais e de formato circu-
lar. Para calcular o volume do cilindro,
deve-se fazer o produto da area de sua
base pela altura.

3

ouV=a




No caso do cilindro, sua base é um circulo, portanto a area de sua base € igual a
() - 2. Multiplicando esse valor pela altura (%) do cilindro, achamos o seu volume
V):

V=(n)rh

7 Regra de Trées Simples

Regra de trés simples € um processo pratico para resolver problemas que envolvam
quatro valores dos quais conhecemos trés deles. Devemos, portanto, determinar
um valor a partir dos trés ja conhecidos. Passos utilizados numa regra de trés
simples:

1) Construir uma tabela, agrupando as grandezas da mesma espécie em colunas
e mantendo na mesma linha as grandezas de espécies diferentes em corres-
pondéncia.

2) Identificar se as grandezas sdo diretamente ou inversamente proporcionais.
3) Montar a proporcao e resolver a equagao.
Exemplos:

1) Com uma 4rea de absorcio de raios solares de 1,2m?, uma lancha com mo-
tor movido a energia solar consegue produzir 400 watts por hora de energia.
Aumentando-se essa 4rea para 1,5m?, qual seré a energia produzida?

Solucdo: montando a tabela

Area (m?) Energia (Wh)
1,2 400
1,5 X

Identificacdo do tipo de relacao:

Area | Energia |
1,2 400
1.5 X

Inicialmente colocamos uma seta para baixo na coluna que contém o x (2% co-
luna). Observe que: Aumentando a drea de absorc¢do, a energia solar aumenta.



2)

Como as palavras correspondem (aumentando - aumenta), podemos afirmar
que as grandezas sao diretamente proporcionais. Assim sendo, colocamos uma
outra seta no mesmo sentido (para baixo) na 1? coluna. Montando a propor¢ao
e resolvendo a equacao temos:

Area |} | Energia |}
1,2 400
1.5 X

1,2 400
1,5 x
1,2x=1,5-400

600
T2
x =500

Logo, a energia produzida serd de 500 watts por hora.

Um trem, deslocando-se a uma velocidade média de 400Km/h, faz um deter-
minado percurso em 3 horas. Em quanto tempo faria esse mesmo percurso, se
a velocidade utilizada fosse de 480km/h?

Solu¢do: montando a tabela

Velocidade (Km/h) | Tempo (h)
400 3
480 X

Identificacdo do tipo de relacdo:

Velocidade | Tempo |
400 3
480 X

Inicialmente colocamos uma seta para baixo na coluna que contém o x (22 co-
luna). Observe que: Aumentando a velocidade, o tempo do percurso diminui.

Como as palavras sdo contrarias (aumentando - diminui), podemos afirmar
que as grandezas sdo inversamente proporcionais. Assim sendo, colocamos



Velocidade 1} | Tempo |
400 3
480 X

uma outra seta no sentido contrdrio (para cima) na 1% coluna. Montando a
propor¢ao e resolvendo a equacao temos:

3 480
x 400
480x = 3-400
1200
Y7480
x=2,5

Logo, o tempo desse percurso seria de 2,5 horas ou 2 horas e 30 minutos.

8 Regra de Trés Composta

A regra de trés € classificada como composta quando o problema apresentado
envolve mais de duas grandezas, com isso utilizando das propor¢des obtemos o
valor que falta a partir dos outros que ja foram determinados. Trés passos para
resolver uma regra de trés composta:

1°) Construir uma tabela, agrupando as grandezas da mesma espécie em colunas
e mantendo na mesma linha as grandezas de espécies diferentes em corres-
pondéncia.

2°) Isolar a grandeza cujo valor é desconhecido. E em seguida relacionar as outras
grandezas com a isolada, uma de cada vez, classificando quanto a proporcio-
nalidade (diretamente ou inversamente).

3°) Para montar a equagdo igualamos o valor desconhecido da grandeza destacada
com os valores das outras grandezas, se for diretamente proporcional mante-
mos a fragdo inicial, se for inversamente proporcional invertemos os valores
da fracdo, o lado da equagdo que contém os valores das fracdes conhecidos
deve ter as fracdes multiplicadas.



Exemplo 1: Para pintar um muro de 12 metros de comprimento e 3 metros de
altura sdo gastos 4 baldes de tinta. Quantos baldes de tinta serdo necessarios para
pintar um muro de 18 metros de comprimento e 5 metros de altura?

Solucao: Vamos construir uma tabela, relacionando cada valor a sua respec-
tiva grandeza, comecando pela ultima linha e, em seguida, na linha acima

Comprimento (muro)

Altura (muro)

Baldes de tinta

18

5

X

12

3

4

As grandezas comprimento e baldes de tinta sdo diretamente proporcionais.
As grandezas altura e baldes de tinta sdao diretamente proporcionais.
Entdo montando a equagdo temos:
X 18 5 90
= —x-—=X=4x—=X=10
171273 " 36
Resposta: 10 baldes de tinta

Exemplo 2: Doze pedreiros fizeram 6 barracdes em 30 dias, trabalhando 6 ho-
ras por dia. Calcule o nimero de horas por dia que deverao trabalhar 18 pedreiros
para fazer 10 barracoes em 25 dias.

Solucgdo: Para construir a tabela colocamos cada valor em sua respectiva gran-
deza, comecando pela dltima linha e, em seguida, na linha acima.

n® de pedreiros | n° de barracdes | Tempo (dias) | Horas/dia
18 10 25 X
12 6 30 6

Relacionamos as grandezas de acordo com a proporcionalidade:
As grandezas niimero de pedreiros e horas/dia sao inversamente proporcionais.
As grandezas niimero de barracées e horas/dia sdo diretamente proporcionais.
As grandezas tempo (dias) e horas/dia sdo inversamente proporcionais.
E montamos a equagao:

X 12 10 30 3600

Temos: — = — % — % — =—> X = 6% ——

X =
6 1876 25 2700 X8

Resposta: 8 horas/dia.



Exemplo 3: Uma casa € construida em 6 dias por 20 operdrios, que traba-
lham 9 horas por dia. Em quantos dias 12 operérios, trabalhando 5 horas por dia,
poderiam fazer a mesma casa?

Solucao:

Operdérios | Horas | Dias
12 5 X
20 9 6

Relacionamos as grandezas de acordo com a proporcionalidade:
As grandezas dias e operdrios sao inversamente proporcionais.
As grandezas dias e horas sdo inversamente proporcionais.

E montamos a equagao:

X 20 9 180
T P — = — ok — X = — X =18 di
emos G 12*5 — 6 * <0 — 8 dias

Resposta: 18 dias

9 Sistema de Equacoes Lineares

Documentos historicos demonstram que civilizagdes como a babildnica e a chi-
nesa ja trabalhavam com equacdes lineares.

A palavra Sistema vem do grego systema (sy significa “junto” e sta, “perma-
necer”), portanto sistema na matematica € o conjunto de equacdes que devem ser
resolvidas a0 mesmo tempo, ou seja, os resultados devem satisfazé-las simultane-
amente.

O Sistema Linear € aplicado para resolver problemas como na distribui¢do de
energia elétrica, no gerenciamento das linhas de telecomunicagdes, na logistica
para transporte de mercadorias em uma regido e equagdes quimicas.

Equacoes Lineares

As equacdes que formam o sistema sdo aquelas cujas incognitas sdo elevadas
ao expoente 1. Como exemplo:

Sejaxy,x2,x3,...,X, incognitas cujo o expoente € 1, as equagdes do tipo a1 x; +
ainxn —|—a13x3 +...Fayx,= b, sao equagées lineares e os termos ar,ai2,ai3y ..., a(ln)
sdo todos numeros reais, chamados coeficientes e b € o termo independente da
equagdo.

Entdo teremos que as equagdes abaixo sdo lineares:



a) 3x;+4x) —5x3—x4=35
b) 2x; —xo—x3=0
c) Ox; +0x, +0x3 =4
d) Ox; +0x2+0x3+0x4 =0
A seguir temos exemplo de equagdes que nao sao lineares:
a) 2x7 +4x, +x3=0
b) 2x1x +x34+x4 =3
C) X1 +x2—x3=4

Sistema de Equacoes Lineares
Entendemos que um Sistema Linear m X n é o0 conjunto composto por m equagoes
lineares e n incognitas, podendo ser representado como:

)

ajix]+apxs +aizxs+...+apx, = by
ax1x1 +axxy +ax3xz + ... +axx, = by
az1x1 +azxy +azx3 + ... +azpx, = b

[ am1X1 + amoX2 + a3 X3 + ... + ApnXn = by

Exemplos:

3x—2y=6
{ T € um sistema linear 2 x 2 (2 equacdes e 2 incognitas);

x+3y=10
x—2y—2z=0

b) ¢ 2x—y—z=—1 éum sistema linear 3 x 3 (3 equagdes € 3 incognitas);
x—y+z=28

€ um sistema linear 2 x 3 (2 equagdes e 3 incdognitas).

o x+4y—2z=1
3x—y+z=6



Soluciao de um Sistema Linear

Dizemos que (a1,4az,a3,...,a,) € solu¢do de um sistema lineares quando os va-
lores (ay,a2,as,...,ay) satisfazer simultaneamente todas as equacdes do sistema.
Para obter os valores da solu¢cdo de um sistema utilizamos alguns métodos como
os abaixo:

Método da Adicao
Consiste em somarmos as varidveis semelhantes das duas equacdes no intuito
de obter resultado igual a zero. Veja a resolucao do sistema a seguir:

x+2y=17 Substituindo, x = 3
x—2y=—11 x+2y =17
3+2y=17

x+2y=17 2;_:)17_3
x—2y=—-11 2y =14

2x—0y=6 y=7

2x=06

x=3

Método da Substituicao

O método da substituicdo consiste em trabalhar qualquer equacdo do sistema
de forma a isolar uma das incognitas, substituindo o valor isolado na outra equacao.
Observe passo a passo a resolu¢@o do sistema a seguir:

2x+3y=19
x—y=-3
Nesse caso, vamos escolher a 2° equacio e isolar a incognita x.
x—y=-3
x=3-y

Agora, substituimos o valor de x por —3 4y na 1° equagio:
2x+3y=19

2-(=34+y)+3y=19
—6+2y+3y=19



2y+3y=19+6

S5y=25
25

M
y=35

Para finalizar, calculamos o valor de x utilizando a seguinte equagao:

x=-3+y
x=-34+5
x=2

Portanto, a solugdo do sistema é x =2 e y = 5, isto é, o par ordenado (2,5).
Vamos resolver o sistema a seguir:

x+y=10
x—y=4

Nesse caso, vamos escolher a 1° equacao e isolar a incognita x.

x+y=10
x=10—y

Agora, substituimos o valor de x por 10 — y na 2° equagao:

x—y=4
(10—y)—y=4
10-2y=4
2y=6

W I

y
y

Para finalizar, calculamos o valor de x utilizando a seguinte equagao:

x=10—y
x=10-3
x=1



Portanto, a solugdo do sistema é x =7 e y = 3, isto é, o par ordenado (7,3).

Método do Escalonamento
Um sistema de equacdes lineares € dito escalonado quando:

1. Todas as equacdes apresentam as incognitas em uma mesma ordem;

2. O numero de coeficientes nulos que precedem o primeiro nao nulo de cada
equagdo aumenta de uma equagao para outra.

Exemplos:
2x — y + 4z = 0
2y — 3z = 8
5z = 10

Quando escalonamos um sistema fica mais facil resolvé-lo.
Vamos escalonar e resolver o sistema abaixo.

X+y+z=2
3x—2y—z=4
2x—2y+z=1

Mantemos a 1* equacao.

Substituimos a 2% equacdo pela soma dela com a 1* equacdo multiplicada por —3.
Substituimos a 3* equacdo pela soma dela com a 1? equag¢ao multiplicada por —2.
Conseguimos assim eliminar o termo x nas duas tltimas equacoes.

x+y+z=2[(-3)+ linha2]e [-(—2)+ linha 3] x+y+z=2
3x—2y—z=4 =4 —Sy—4z=-2
2x—2y+z=1 —4y—z=-3

Nesse novo sistema mantemos as duas primeiras equacoes.
Para anular o coeficiente de y na 3 equacdo, vamos;

1. Multiplicar a 2% equagdo por -4;
2. Multiplicar a 3% por 5.

3. Somar essas duas equacdes, obtendo assim a nova terceira equacgao.



X+y+z=2 x+y+z=2

—Sy—dz=-2-(—4) ={ -Sy—dz=-2

—4y—z=-3-(5) 11z =-7
Como o sistema obtido € o escalonado podemos resolve-lo.
llz=-T=z=—-4

Substituindo o valor encontrado na segunda equagao temos:

7
—S5y—4-(——)=-2
y=4(=17)
28 10
—Sy=-2_2" =
Y 11 11
Substituindo y e z na primeira equagdo encontramos:
10 7
i (—Y=2
SARTRASTY
3 19
X=2——=x=—

10 Matrizes

10.1 Definicao

Dados dois niimeros m e n naturais e nao nulos, chama-se matriz m por n (indica-
se m x n) toda tabela M formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e n
colunas. Em uma matriz qualquer M, cada elemento € indicado por a;;.

O indice i indica a linha e o indice j a coluna as quais o elemento pertence.
Com a convengdo de que as linhas sejam numeradas de cima par baixo (de 1
até m) e as colunas, da esquerda para a direita (de 1 até n), uma matriz m X n é

representada por:



ail a2 - Qin

a1 ax -+ Ay
aml am2 - Amn
10.1.1 Exemplos:
. 35 -1 [ 5
1. A matriz { 0 % \/5} 2. A matriz 3
é uma matriz 2 x 3. i —1
¢ uma matriz 3 x 1.
1 1 V2 .00
4. A mat
3. Amatriz | 1 V2 V3 matrz 100
1 \/§ 2 é uma matriz 2 x 2.
é uma matriz 3 x 3.

10.1.2 Matrizes Especiais

Chamamos de matriz linha toda matriz que possui apenas uma linha (1 X n).
Chamamos de matriz coluna toda matriz que possui apenas uma coluna (m x 1).
Chamamos de matriz quadrada toda matriz na qual o ndmero de linhas € igual
ao de colunas (n X n).

Chamamos de matriz nula toda matriz na qual todos os elementos sdo iguais a 0.
Chamamos de matriz diagonal toda matriz quadrada na qual, exceto pela diago-
nal principal, todos os elementos sdo 0.

Chamamos de matriz identidade toda matriz diagonal na qual todos os elementos
da diagonal sdo 1.

10.2 Igualdade

Duas matrizes A = a(;j)mxn € B = (bij)mxn sdo iguais se, e somente se, a;; = b;;
para todo i € {1,2,....m} e todo j € {1,2,...,n}. Ou seja, sdo iguais caso sejam
do mesmo tipo e apresentem todos os elementos correspondentes (elementos com
indices iguais) iguais.



10.2.1 Exemplos:

7 —4 7 —4

2.[1 -3

1 -3 1 -3 .
1. [ } = [ } pois aj; = bi1, ai2 = b1z, a1 = by1 € ax = boo.

7 —4

1 7 .
7 { 3 4 } pois a2 # b1, € a1 # bay.

10.3 Adicdo

A soma de duas matrizes A = (@;j)mxn € B = (bij)mxn resulta numa matriz C =
(¢ij)mxn tal que ¢;j = a;j+ b;j, para todo i € {1,2,...,m} e todo j € {1,2,...n}.
Isto significa que a soma de duas matrizess A e B (que s6 € possivel caso estas
sejam do mesmo tipo) € uma matriz C do mesmo tipo em que cada elemento € a
soma dos elementos correspondentes em A e B.

10.3.1 Exemplos:

pfr 23] 4 -1 ][44 2-1 341 _[5 14
1456 4 0 —6| |4-4 540 6-6|

) 7 8 + O1|{ |[7+0 8+1 | | 7 9
19 9 2 3] | 942 943 | |11 12
10.3.2 Propriedades da Adicao de Matrizes

A adicao de matrizes do tipo m X n possui as seguintes propriedades:

I. Associativa: (A+B)+C = A+ (B+C) quaisquer que sejam A, B e C do tipo
mxn.

II. Comutativa: A+ B = B+ A quaisquer que sejam A e B do tipo m X n.

III. Elemento neutro: IM tal que A + M = A, qualquer que seja A do tipo m X n
e M é a matriz nula.

IV. Simétrico: A’ tal que A + A’ = M, qualquer que seja A do tipo m X n.

A subtracdo € definida da mesma forma que a adicao.



10.4 Produto de um nimero por matriz

Dados um niimero k£ € R e uma matriz A = (a;;)mxn, seu produto é uma matriz
B = (bij)mxn na qual bj; = k- (a;j), Vi € {1,2,....m} e Vj € {1,2,...,n}. Logo,
uma matriz A multiplicada por um nimero k resulta numa matriz B formada pelos
elementos de A multiplicados por k.

10.4.1 Exemplos:

a7 2] 3 2t 6
LS -1 -2 T 15 -3 -6

0 2 4 01 2
2.1 8 6 4|=|43 2
10 12 —6 56 -3

10.4.2 Propriedades do produto de um nimero por matriz

O produto de um nimero por uma matriz possui as seguintes propriedades:
I. Associativa: a- (b-A) = (ab)-A
II. Distributiva: a-(A+B)=a-A+a-B
III. Distributiva: (a+b)-A=a-A+b-A

IV. Elemento neutro: 1-A =A
onde A, x, € By x, 30 matrizes quaisquer e a,b € R.

10.5 Produto de matrizes

Sejam A = (a;j)mxn € B = (b jr)nxp duas matrizes quaisquer, e seja P seu produto.
Esse produto s6 existe caso o nimero de colunas de A seja igual ao ndmero de
linhas de B, e serd uma matriz de m linhas e p colunas, isto é, P = (pix)mx p» tal
que:

n
pik = ait -bix+ap - by +ai3 - b3+ ...+ ain by = Y aij-bjx
=1

paratodoi € {1,2,...,m} etodo k € {1,2,..., p}. Logo:



app ap - A byy b1y -+ by
a axp - axy by by -+ by

AxB=| o x| . 0 . |=P
aml am2 " Amn by bp - bnp
ajp-biyt+ap-by+...+ap-by -+ an-biptapn-byp+...+ap by
| aar-butan-by+t..+aw-bp - ax-biptaxn-byp+..+ay by
am1 b1 +am -boy + ...+ amp by - aml'b1p+am2‘b2p+-~-+amn'bnp

10.5.1 Exemplos:

. Como o numero de colunas de A é

. 1 23
1. SeJaA—[4 s 6}63—

O o0

igual ao numero de linhas de B, o produto P existe e € uma matriz 2 x 1.

Entao:
p_ | Pu|_ Linha 1 de A-Coluna 1 de B
| pa1 | | Linha2de A-Coluna 1 de B
P 1-7+2-843-9 | | 7+16+27 | | 50
| 4-7+5-846-9 | | 284+40+54 | | 122
. 1 2 56 7 ,
2. Seja A = [3 4 e B= 2 9 10 } Como o niimero de colunas de

A € igual ao nimero de linhas de B, o produto P existe e ¢ uma matriz
2 x 3. Sejam L;,L; as linhas 1 e 2 de A, respectivamente; sejam C1,Co,C3
as colunas 1, 2 e 3 de B, respectivamente. Entao:

p— P11 P12 P13 . leeA~C1deB leeA-CzdeB leeA-ngeB
o P21 P22 P23 - deeA-CldeB deeA-CzdeB deeA-ngeB

p_ 1-5+2-8 1-6+2-9 1-7+2-10 | | 21 24 27
| 3:5+4-8 3:64+4-9 3-7+4-10 | | 47 54 61



10.5.2 Propriedades da Multiplicacao de Matrizes
A multiplicacao de matrizes do tipo m X n posusui as seguintes propriedades:
I. AB#BA
II. Associativa: (AB)C = A(BC).
III. Distributiva: A(B+C) = AB+AC.
IV. Distributiva: (A+ B)C = AC + BC.

V. Elemento neutro: /A = A, sendo I a matriz identidade.

10.6 Matriz Transposta

Seja A = (aij)mxn uma matriz qualquer. Chama-se transposta de A a matriz
T / / . . . -

A" =(a ji)m>< n, tal que a; = a;j, para todo i e todo j. Podemos concluir entdo que

ajl = a’ll,alz = a’21,a13 = a’31, ey Ap = a;ﬂ e assim por diante. Isto significa que

a 12 linha de A equivale a 1? coluna de A e assim por diante.

Exemplos:
1 1 2 1 3 13
l.LA=| 3 5 8 |=AT=]1 5 21
| 13 21 34 2 8 34
(1 3
12 4 r |1 256
24=15 4 :”‘_[3478]
| 6 8

11 Equacoes de 2° Grau

Equacdo do 2° grau na incégnita x € toda equacdo que pode ser escrita na forma
ax’> +bx+c =0, em que a, b e ¢ sdo nimeros reais que exercem a funcdo de
coeficientes da equagdo, com a # 0.

A igualdade ax? 4 bx + ¢ = 0, é chamada de forma reduzida de uma equacio
do 2° graus. As letras a,b e ¢ sdo os coeficientes: a € o coeficiente de X2, bé



o coeficiente de x e ¢ € o coeficiente independente ou termo independente. Veja
alguns exemplos de equagdes do 2° grau e seus coeficientes:

Equacdes do 2° grau do tipo ax? + bx+c = 0 em que a, b e ¢ s3o nimeros reais
diferentes de zero, sao equacoes do 2° grau completas. Veja alguns exemplos:

X+ 2x+1=0
6x2—x+1,4=0
X +5x—13=0

Caso os coeficientes b ou ¢ ou ambos sejam zero, dizemos que sdo equacgoes do
2° grau incompletas. Veja alguns exemplos:

X—6=0
¥ 4+x=0
2x2 =0

Métodos para resolver uma equacao de 2° grau

Resolver uma equacgdo € determinar os valores que as incognitas podem assu-
mir, de modo que a igualdade seja satisfeita. Os valores determinados ao resolver
uma equacio sao denominadas raizes ou solucoes da equacio. Para exemplificar,
vamos substituir alguns valores para x na equagio x> — 2x — 8 = 0.

e Parax= -2
X2 —2x—8=0
(—2)2—2-(-2)—-8=0
44+4-8=0
0=0
e Parax=0
X2 —2x—8=0
0°-2-0-8=0
—8=0
e Parax=1
X2 —2x—8=0
12-2.1-8=0
1-2—-8=0

-9=0



e Parax=4

x—2x—8=0
42-2.4-8=0
16—8—-8=0
0=0

Nesse caso, ao substituir x por —2 ou por 4, obtemos uma sentenca verdadeira
(0 =0); por isso, podemos afirmar que —2 e 4 sdo raizes ou solugdes da equagio.
Porém, ao substituir x por 0 ou por 1, obtemos sentencas falsas (—8 =0e —9 =0,
respectivamente); logo, 0 e 1 ndo sdo raizes da equacao.

Formula resolutiva
Com essa férmula € possivel determinar as raizes de uma equagio do 2° grau a

partir de seus coeficientes.
A=b*>—4.a-c
O valor de A pode ser utilizado como parametro para decidir como serao as
raizes da equagdo.

e A > (0 = possui duas raizes reais distintas

e A =0 = possui duas raizes reais iguais, isto é, X' = x”

e A < (0 = ndo possui raizes reais

Veja como podemos determinar as raizes das seguintes equacoes:
e x> —2x-3=0

A= (-2)2—4-1-(=3)
A=4+12
A=16
_—(-2)£VT6
N 2-1
—(=2)+4
2-1
, 244 6 24 2

x:—:—:3ex//:—:——:—l

2 2 2 2

X =

Portanto, as raizes da equagdo x> —2x—3 =0sdo 3 e —1.



e X2 4+8x+16=0

A=8>—4.1-16
A=64—64
A=0

_ —8+410

YT

x/:x”:—§:—4

2

Portanto, a raiz da equacio x> — 8x+ 16 =0 ¢ —4.

e 10x2+6x+10=0A=6—4-10-10
A =36-400
A= —-364
Portanto, a equagdo 10x? + 6x + 10 = 0 ndio possui raizes reais.

Resolvendo equacdes do 2° grau do tipo ax’> = 0, com a # 0.
Veja como podemos resolver as seguintes equagdes:

e 5x2=0

5x* = 0 (Dividimos ambos os membros da equacdo por 5)

520
5 5
=0
xx=0

A equagio 5x> = 0 possui duas raizes reais iguais a 0.



e 7x2 =0

7x2 =0
7x2_0
7 7
=0
xx=0

A equacio 7x*> = 0 possui duas raizes reais iguais a 0.

De modo geral, as equagdes do tipo ax?> = 0, com a nio nulo, possuem duas
raizes reais e iguais a zero.

Resolvendo equacdes do 2° grau do tipo ax’>+c¢ =0, com a # 0 e ¢ # 0.
Veja como podemos resolver as seguintes equagdes:

° 2x2—|—%:5

11 1
24— —5_ =
Yty 3 2

(Adicionamos % em ambos os membros da equacdo)

9
2% =2
)

I 91

22— =2

Y2722

(Multiplicamos 1/2 em ambos os membros da equagdo)

9
2 _— =
TG



Portanto, as raizes da equagio 2x” + % =5 sdo % e —%.

e 3x2-2=10

3x2—2+2=10+2

32 =12
1 1
3 =12 —
S _3

-3 12

~-3 -3

¥’ =4

Nao existe um nimero real que elevado ao quadrado seja igual a —4. Logo,
ndo existe numero real x que seja solu¢cdo da equacao. Portanto, a equagdo
—3x? —2 = 10 ndo possui raizes reais.

De modo geral, as equacdes do tipo ax> 4 ¢ = 0, com a e ¢ nio nulos, possuem
duas raizes reais e opostas ou ndo possuem raizes reais.

Resolvendo equacdes do 2° grau do tipo ax® +bx = O,com a # 0 e b # 0.
Veja como podemos resolver as seguintes equagdes:

e X2 43x=0

x(x+3)=0
(Colocamos o fator em comum x em evidéncia.)
x=0oux+3=0=—x=-3

Portanto, as raizes da equagio x*> +3x = 0sido 0 e —3.

De modo geral, as equagdes do tipo ax*> + bx = 0, com a e b ndo nulos, pos-
suem duas raizes reais e distintas, das quais uma € igual a zero.

Resolvendo equacdes do 2° grau do tipo ax® + bx = 0,com a # Oeb # 0.

Até agora vimos a resolucao de equacdes do 2° grau incompletas. Agora,
vamos estudar alguns métodos para resolver equagdes do 2° grau completas, ou
seja, do tipo ax* +bx+c =0, coma %0, b # 0e c # 0. Podemos determinar as
raizes de uma equacdo do 2° grau completa de varias maneiras, por exemplo, por
meio de fatoracdo, completando quadrados ou utilizando a férmula resolutiva.



e Fatoracao
Veja como podemos resolver a equagdo x” + 8x + 16 = 25 por meio de
fatoracgao.
O primeiro membro da equacdo é um trindmio quadrado perfeito. Por isso,
podemos escrevé-lo da seguinte maneira:

X2+ 8x+16=25
(x+4)(x+4) =25
(x+4)2 =25

Como existem dois nimeros cujo quadrado € 25, temos:

x+4 =425 ou x+4=—25
x+4=>5 x+4=-5
x+4—4=5-4 x+4—-4=-5-4
x=1 x=-9

Portanto, as raizes da equacio x> +8x+ 16 =25 sdo 1 e —9.

Lembre-se de que um trindmio perfeito € uma expressao algébrica composta
de trés monomios que pode ser escrita por meio do quadrado da soma ou do

quadrado da diferenca de dois termos.
a’ +2ab+b*> = (a+b)? a’> —2ab+b* = (a—b)?

e Completar quadrados
Veja como podemos resolver a equacio x> + 6x+ 5 = 0 utilizando o método
de completar quadrados.

O primeiro membro da equagdo ndo € um trindmio quadrado perfeito. Porém,
podemos adicionar um nimero conveniente aos dois membros da equagao

para obtermos uma equagdo equivalente em que o primeiro membro seja

um trindmio quadrado perfeito. Em seguida, podemos fatorar o primeiro

membro da equacgao e obter a solucdo.

Primeiro, isolamos o termo independente no 2° membro da equagao.

X4+6x+5=0
P4+6x+5-5=0-5
x?46x=—5



Assim, para obtermos um trindmio quadrado perfeito no primeiro membro
da equacdo x> 4 6x = —5, adicionamos 3% a ambos os membros da equagio.

¥ +6x=-5
4+6x+32=—-5+32

X’ +6x+9 —4

—_——

Trindémio quadrado perfeito

Fatoramos o trindmio quadrado perfeito e determinamos as raizes da equacao.

x> 4+6x+9=4
(x+3)2=4

Como existem dois nimeros cujo quadrado é 4, temos:

x+3=+V4 ou x+3=—V4
x+3=2 x+3=-2
x+3-3=2-3 x+3-3=-2-3
x=-—1 x=-5
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