ls\
URIIVI

Universidade Federal do Triangulo Mineiro
Instituto de Ciéncias Exatas Naturais e Educacéo
Licenciatura em Matematica
PET - Matematica

FUNCOES

Uberaba, MG
2019



LISTA DE FIGURA
Figura 1 - Diagrama de VENN..........ooooiiiiiiiiii, 5
Figura 2 - Plano Cartesiano ...........cooooiiiiiiiiiiiie 8
Figura 3 - Pares ordenados no plano.............ccccooeii 10
Figura 4 - Gréafico da funcao g(X)=X+1 .....cccccerrrreeeeiiiiiiiiiiieeee e 10
Figura 5 - Injetividade de FUNGOES..........ccoooiiiiiiiiiii 11
Figura 6 - Sobrejetividade de FUNGOES ..........coooeiiiiiiiiiiii, 11
Figura 7 - Diagrama de FUng@o Composta..........ccooeveeeiieiiiiiiiiiieeeeeeee, 12
Figura 8 — Fungdo Quadratica — Concavidade para cima...................... 15
Figura 9 - Fungéo Quadratica - Concavidade para baixo ..................... 15
Figura 10 - Grafico da Fungé@o Exponencial..............ccccceiiiii. 17
Figura 11 - Grafico da Fung&o Logaritmica ...........ccceeeveeiiiiiiiiiinee, 19
Figura 12 - Grafico de uma Fung&o afim ...........ccoeeii, 20

Figura 13 - Gréafico de uma Funcdo Modular ............cccceeevvieeivveeiiininnnnnn. 20



LISTA DE QUADROS

Quadro 1 - Valores que g(X) assume N0 PONLO X w.uvvvurveeeeerrreeeerinnnnneeeeen



3.2

3.3

3.4

3.5
3.6
3.7

CONIUNTOS ..o e et et e et e et eeaaaeees 5
1.1 RELAQAO ENTRE OBJETO E CONJUNTO ....ccceviiiviiiieeeieeeeies 5
1.2 OPERAQOES ENTRE CONJUNTOS ..., 6
1.3 CONJIUNTOS NUMERICOS. ... ieieutuneeeentineaeettinaeaeetuneeaeesnaaeaessnnaaaenes 7

SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL DE COORDENADAS............. 8

FUNGOES ...ttt eaenanas 9

3.1 Grafico de uma fUNGAO ........cceeeeiiiiiiiiiiiiiie e 9
Classificacao de fUNGOES ........uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 10
3.2.1 FUNGAO INJELOTA ..evvveiiiiiiiiiiieiieieeeeeeeeeeeee ettt 11

3.2.2 FUNGAO0 SODIEJEIONA ..cevvvvveiiiiiiiiiieeieeieeeeeeeeeeeeeeeeeee e 11

3.2.3 FUNGEO0 DiJetora........covvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee 12

3.2, 4 FUNGAO INVEIS@....ceiiiiiiiiiiiiiiiiieieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 12
3.2.5FUNGA0 COMPOSA .. .ccevviiiiiiiiiiiiee ittt 12
FUNGAO0 AfiM ..o e e 13
3.3.1Zerode uma funGao afim ... 14

3.3.2 Coeficiente de uma func&o afim ... 14
FUNGAO QUAAIALICA .......ceeeeeeiiiiiie e e e e 14
3.4.1 Coeficientes de uma funcao quadratica..........cccocoeevveerrvccrrrnnn, 14
3.4.2Zeros de uma fungao quadratiCa.............ccoc.coeevveervcerrvencreseer, 16
3.4.3Valor maximo ou minimo de uma funcéo quadrética............... 17

FUNGA0 eXPONENCIAL.........ccoviiiiii e 17

FUNGAO0 10garitmiCa .........coovviiiiiii e 18

FUNGAO MOAUIAN ... .o 19

EXERCICIOS. ..ottt 21

REFERENCIAS. ... ettt e et et e e aiaa e 24



1. CONJUNTOS

A ideia de conjunto € uma nocao primitiva e aparece intuitivamente

guando consideramos um agrupamento qualquer.
Um conjunto é formado por objetos, chamados de seus elementos.

Esses conjuntos podem ser representados por meio de um diagrama.

Figura 1 - Diagrama de Venn

N

Fonte:https://brasilescola.uol.com.br/matematica/diagrama-de-venn.htm

1.1 RELACAO ENTRE OBJETO E CONJUNTO

Se um objeto x goza das propriedades ou satisfaz as condicbes do

conjunto A, dizemos entdo que x pertence a A. Usaremos a seguinte notacao:
x €A

Embora se, um objeto x ndo satisfaz as condi¢cdes e/ou ndo goza das
propriedades de A, dizemos entdo que xndo pertence a A. Usaremos a

seguinte notacao:

X ¢ A



Dado um conjunto A = {a|a é um numero natural multiplos de 3}.
A =1{0,3,6,9,...}, 0 conjunto A € um exemplo de conjunto Infinito.
Dado um conjunto B = {b|b édivisor positivo de 6}.

B = {1,2,3,6}, o conjunto B é um exemplo de conjunto Finito.
Dado um conjunto C = {c|c é um numero primo par}.

C = {2}, o conjunto C € um exemplo de conjunto Unitério.

Dado um conjunto D = {d|d é um numero inteiro de d* = 2}.

D ={ }ou®, o conjunto D é um exemplo de conjunto Vazio.

Um conjunto A é igual a um conjunto B, se, e somente se, tiverem 0sS

mesmos elementos.

Se em um conjunto A4, todos os elementos pertencem também a um
conjunto B, dizemos que A € um subconjunto de B, ou que A esta contido em B.

Usamos a seguinte notagao:
AcCB
Ou que B contém A

BoA

1.2 OPERACOES ENTRE CONJUNTOS

Dados os conjuntos A e B, definimos a unido de A e B 0 conjunto

formado pelos elementos de A ou de B. Denotamos a unido de A e B por:
AUB

x€ (AUB) ©x€Aoux€B



Dados os conjuntos A e B, definimos a intersec¢ao de A e B 0 conjunto

formado pelos elementos de A e de B. Denotamos a interseccéo de A e B por:
ANB
x€(ANB) & x€EAex€EB

Dados os conjuntos A e B, definimos que a diferenca de A e B, nessa
ordem, € o conjunto formado pelos elementos que séo elementos de A e nao

séo elementos de B. Denotamos a diferenga de A e B por:
A—-B
x€E(A—-B)o=x€eAexéB

Dados os conjuntos A e B, com A c B, definimos que o complementar a
de A emrelacdo a B, € o conjunto formado pelos elementos que pertencem a
B que nao pertencem a A. O complementar deA em relagdo a B é denotado

por:
CgA
xECgA=x€EBex¢A

1.3 CONJUNTOS NUMERICOS

Temos 0s seguintes conjuntos NuMéricos:
e Conjunto dos nameros naturais

N ={1,2345,..}

e Conjuntos dos numeros inteiros
Z={.,-3,-2,-1,0123,..}

e Conjunto dos nameros racionais

a
Q={5| aeb €Z,comb # 0}



e Conjunto dos nameros reais
R={(NcZcQUI}

e Conjunto dos numeros irracionais

I=R-Q

2. SISTEMA CARTESIANO ORTOGONAL DE COORDENADAS

Dados dois conjuntos A e B nao vazios, denominamos o produto
cartesiano de A por B, indicado por A X B, 0 conjunto cujos elementos sdo
todos os pares ordenados (x,y), em que a primeira coordenada pertence a A e

a segunda, a B.
AXB={(x,y)|x€e Aey€ B}

Uma maneira de representar essa relacdo € por meio do plano
cartesiano ortogonal, que consiste em um plano com dois eixos
perpendiculares, x e y. O horizontal x € denominado eixo das abscissas e 0
vertical y, eixo das ordenadas. Os eixos se cruzam em um ponto denominado

origem. Esses eixos se dividem o plano em quatro regides (quadrantes).

Figura 2 - Plano Cartesiano

2° Quadrante 1° Quadrante

3° Quadrante 4° Quadrante

Fonte: https://www.todamateria.com.br/plano-cartesiano/



3. FUNCOES

Sejam os conjuntos A e B ndo vazios, uma relacdo f de A em B é uma
funcdo quando associa a cada elemento de x, pertencente ao conjunto A, um

Gnico elemento y, pertencente a B. Essa fun¢éo € indicada por:
f:A—B

O conjunto A é denominado Dominio (D(f)) e o conjunto B,
contradominio (CD(f)) da funcdo f. Cada elemento y de B que possui
correspondente x em A é chamado imagem, (f(x)), de x pela funcdo f. O
conjunto formado por todas as imagens é denominado imagem da funcao

(Im(f (x)).

3.1 GRAFICO DE UMA FUNCAO

Para construirmos um gréafico de uma funcéo f, indicamos em um plano

cartesiano os pares (x,y),comx € D(f) ey = f(x).
Exemplo:
Seja a fungdo g: R — R, definida por g(x) = x + 1

Quadro 1 - Valores que g(x) assume no ponto x

y=x+1
X y (x,y)
O=x+1ox==1 0 (-1,0)
0 y=0+1-=sy=1 (0, 1)
1 y=1+1-5y=2 (1, 2)
2 y=2+1-y=3 (2, 3)
3 y=3+1-5y=4 (3, 4)

Fonte:https://brasilescola.uol.com.br/matematica/como-construir-grafico-umafuncao.htm
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Figura 3 - Pares ordenados no plano

A
P A ¥
3= ------;:2,3:-5
24-emal
toni
1, 0) : : :
— ¥

Fonte:https://brasilescola.uol.com.br/matematica/como-construir-grafico-uma-
funcao.htm

Figura 4 - Gréfico da fungéo g(x)=x+1
Y

y=x+1

1Fonte:https://brasilescola.uol.com.br/matematica/como-construir-grafico-uma-
funcao.htm

3.2 CLASSIFICACAO DE FUNCOES

Uma funcéo pode ser injetiva, pode ser sobrejetiva e quando a funcao é
injetiva e sobrejetiva, simultaneamente, dizemos que a funcdo € bijetiva. E

temos a fungao inversa.
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3.2.1 Funcéao Injetora

Dizemos que uma fungd@o f é injetiva quando elementos diferentes do

dominio estao associados a elementos distintos do contradominio.

Figura 5 - Injetividade de Fun¢des
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. "\A e | x e |
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\ o/ % » \
\ N . ® &
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’ PN i N
. ' _He / O —He
. { L4 [ o—\ -‘ \
| \ f L. | > e \
e e [ . Ly |
| o] ,\'—s. i 1 o e |
° | { \ /
o/ \ ; \
\ e \ @ e
\_/ N
o A0 4 NIETOR

Fonte: http://engenhariaexercicios.com.br/pre-calculo/funcoes-sobrejetoras-injetoras-e-
bijetoras/

Uma funcao f é injetora se, e somente se, para todo x; € D(f) e x, €
D(f), com x; # x,, tivermos f(x;) # f(x,).

3.2.2 Funcao sobrejetora

Dizemos que uma funcdo é sobrejetiva quando todos os elementos do
contradominio estdo associados com algum elemento do dominio. Uma funcao

f € sobrejetora se, e somente se, para todo y € CD(f), existir um x € D(f), tal

que f(x) =y.

Figura 6 - Sobrejetividade de Fun¢des
A B A B

Fonte: http://engenhariaexercicios.com.br/pre-calculo/funcoes-sobrejetoras-injetoras-e-
bijetoras/
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3.2.3 Funcao bijetora

Dizemos que uma funcdo é bijetiva quando f € injetiva e sobrejetiva
simultaneamente.
Uma funcao f é bijetora se, e somente se, para todo x; € D(f) e x, €

D(f), com x; # x5, tivermos f(x;) # f(x,) e CD(f) = Im(f).

3.24 Funcao inversa

Dada uma fungéo bijetora f: A — B, dizemos que uma fung¢do g:B — A
€ inversa de f se, para todo a€A e be B tal que f(a) =b tem-se que

g(b) = a. Em geral, indicamos a funcéo inversa de f por f~1, ou seja:
ft=g
3.25 Funcé&o composta
Dada uma funcdo f (f:A —» B) e uma funcéo g (g: B — (), a funcéo

composta de g com f é representada por gof. J& a funcdo composta de f com g

€ representada por fog.

fog (x)
gof (x)

f(g()
g(f ()

Figura 7 - Diagrama de Funcdo Composta

A 8 B

. S f(’)’()____'{' > 1 glttx) "
f ] )

et

Equacao 2Fonte: https://www.todamateria.com.br/funcao-composta/
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Note que nas funcdes compostas as operagdes entre as funcdes nao

sédo comutativas. Ou seja, fog # gof.

Assim, para resolver uma fungdo composta aplica-se uma funcado no

dominio de outra funcéo. E, substitui-se a variavel x por uma funcao.

3.3 FUNCAO AFIM

Uma fungcdo f:R — R, que a todo numero x € R associa 0 namero

ax + b, com a e b reais, € chamada de funcéo afim.
x> ax+b
f(x)=ax+bouy=ax+b

Dizemos que a e b sao coeficientes da funcéo f, onde a € o coeficiente

angular e b coeficiente linear.

Uma funcao afim f(x) =ax+ b, com b =0, é chamada de funcéo

linear.
X = ax

f(x) =axouy =ax

Uma funcdo afim f(x) =ax+b, com a=1 e b =0, é chamada de

funcéo identidade.

f(x)=xouy=x
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3.3.1 Zero de uma funcéo afim

O zero de uma funcdo f é todo valor de x de seu dominio tal que
f(x) = 0, e que graficamente, os zeros correspondem as abscissas dos pontos
em que o gréfico intersecta o eixo x. Podemos obter o zero de uma funcao afim

resolvendo a equagéo ax + b = 0.

3.3.2 Coeficiente de uma funcéo afim

Em uma funcdo afim f(x) =ax+ b, o coeficiente b € chamado de
coeficiente linear. O gréfico dessa funcdo intersecta o eixo y no ponto de
coordenada (0, b).

Uma funcdo afim f(x) =ax+ b, o coeficiente a é chamado de
coeficiente angular. Esse coeficiente esta associado a inclinacao da reta que

representa o grafico da funcéao.

3.4 FUNCAO QUADRATICA

Uma funcéo f: R — R, que todo nimero x € R associa o nimero ax? +
bx + c,coma,b e c reais, e a # 0, € denominada fungdo quadratica.
x P ax?+bx+c
f(x)=ax?*+bx+couy=ax?+bx+c

Dizemos que a, b e c séo os coeficientes da funcao.

3.4.1 Coeficientes de uma funcéao quadratica

Em uma fungé@o quadratica se o coeficiente a for maior que 0 (a > 0),

teremos no gréafico uma pardbola com concavidade voltada para cima.



Figura 8 — Funcao Quadratica — Concavidade para cima

g

10

Fonte: https://www.somatematica.com.br/emedio/funcao2/funcao2.php

15

Em uma funcdo quadratica se o coeficiente a for menor que 0 (a < 0),

teremos no gréafico uma parabola com concavidade voltada para baixo.

Figura 9 - Funcao Quadratica - Concavidade para baixo

10

-30

-30

-40

20

30

Fonte: https://www.somatematica.com.br/emedio/funcao2/funcao2.php
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3.4.2 Zeros de uma funcéo quadrética

Para determinarmos os zeros de uma funcdo quadréatica
f(x) = ax? + bx + ¢, faremos f(x) =0 e resolvemos a equacdo do 2° grau
ax?+ bx +c =0.

Essa equacdo pode ser resolvida utilizando a seguinte férmula:

—b+VA

2a

, ha qual A= b? — 4ac

Quando A> 0, temos que:

e Aequacdo ax? + bx + ¢ = 0 possui duas raizes reais e distintas:
_—b+vA _—b—+A

 2a  2a

e Afungdo f(x) = ax? + bx + ¢ possui dois zeros reais e distintos;

X1 F Xy

e A parabola relacionada a f intersecta o eixo x nos pontos de

coordenadas (x4, 0) e (x5, 0).
Quando A= 0, temos que:

e Aequacdo ax? + bx + ¢ = 0 possui duas raizes reais e iguais:
X1 = Xy
e Afuncdo f(x) = ax? + bx + c possui dois zeros reais e iguais;
e A parabola relacionada a f intersecta o eixo X em um unico ponto,

de abcissa x; = x, e ordenada O.
Quando A< 0, temos que:

e A equacgdo ax? + bx + ¢ = 0 ndo possui raizes reais;
e Afuncéo f(x) = ax? + bx + ¢ nd0 possui zeros reais;

e A pardbolarelacionada a f néo intersecta o eixo X.
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3.4.3 Valor maximo ou minimo de uma funcéo quadrética

Na funcdo quadratica f(x) = ax?+ bx + ¢, quando a > 0, a parabola

gue a representa tem concavidade voltada para cima. Portanto:

e V(x,y,) é 0 pontode minimo de f;

A ini
e Y, = —— corresponde ao valor minimo de f;
v 4a

Na funcdo quadratica f(x) = ax?+ bx + ¢, quando a < 0, a parabola

gue a representa tem concavidade voltada para baixo. Portanto:

e V(x,y,) €0 ponto de maximo de f;

2 L
e Y, = —— corresponde ao valor maximo de f;
v 4a

3.5 FUNCAO EXPONENCIAL

Uma funcao f:R — R}, definida por f(x) =a*, coma>0e a=+1, é

denominada funcdo exponencial.

Figura 10 - Gréfico da Fun¢do Exponencial
a>1 0<a<1

A A

y

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcao-exponencial-1.htm

De maneira geral temos que:

e Uma funcdo exponencial € crescente se a > 1. Sempre que
aumentamos os valores de x, os valores correspondentes de y

aumentam, isto €, x; > x, © a*t > a*z,
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e Uma funcdo exponencial € decrescente se 0 <a < 1. Sempre
gue aumentamos os valores de x, os valores correspondentes de
y diminuem, isto é, x; > x, & a*t < a*2.

e O gréafico de uma funcdo exponencial € denominado curva
exponencial, cruza o eixo y no ponto de coordenadas (0,1) e n&o

cruzam o eixo x, sendo definido acima desse eixo.

3.6 FUNCAO LOGARITMICA
3.6.1. Logaritmos

Sendo a e b nimeros reais e positivos, com a # 1, chama-se logaritmo
de b na base a, o expoente que se deve dar a base a de modo que a poténcia
obtida seja igual a b.

Em simbolos:sea, b e R,0<a#*1eb >0, entdo
log,b=x©a*=>b

Em log, b = x, dizemos que: a € a base, b € o logaritmando e xé o

logaritmo.
Propriedades de logaritmos
Seam0<a=#1b>0,c>0,a€ReneN"temos:

log,(b.c) =log, b +log,c;
b
loga(z) =logy b —log,c;
log, b = alog, b ;
1
log, Vb =log, bn = %loga b.

YV V V V

3.6.2. Funcéo

Uma funcédo f: R} — R, definida por f(x) =log,x, coma>0ea+#1,é

denominada funcéo logaritmica.
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Figura 11 - Gréfico da Fungao Logaritmica

A A
Y Yl
. |
> \
4 \
// \
/ = + >
0 //”‘ x O ‘ A X

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/funcao-logaritmica.htm

De maneira geral temos que:

7

e Uma funcdo logaritmica € crescente se a> 1. Sempre que
aumentamos os valores de x, os valores correspondentes de y
aumentam, isto é, x; > x, © log, x; > log, x,.

e Uma funcao logaritmica é decrescente se 0 < a < 1. Sempre que
aumentamos os valores de x, os valores correspondentes de y
diminuem, isto é, x; > x, © log, x; < log, x,.

e O grafico de uma funcéo logaritmica y =log,x, com a>0 e
a # 1, cruza o eixo x no ponto de coordenada (1,0) e ndo cruza o

eixo y, sendo definido a direita desse eixo.

3.7 FUNCAO MODULAR

O valor absoluto ou médulo de um numero real a, indicado por |al|, é
dado pelo préprio nimero a, se a = 0, ou por —a, se a < 0. Em resumo:
lal _{ asea=0
—a,sea <0
Denomina-se funcdo modular a fungdo f:R— R definida por
f(x) = |x|, isto é:

x,sex =0
—x,sex <0

foo ={
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Ao representar um modulo negativo, o gréfico para na interseccédo e

volta a fazer o sentido ascendente.

Isso porque tudo o que fica abaixo tem valor negativo e os mdédulos

negativos sempre tornam-se nimeros positivos:

Figura 12 - Gréfico de uma Funcéo afim

Fonte: https://www.todamateria.com.br/funcao-modular/

Figura 13 - Grafico de uma Funcdo Modular

4

y =[x

-3 =2 =1 0 1 2 3

Fonte: https://www.todamateria.com.br/funcao-modular/
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EXERCICIOS

1. Analise o diagrama abaixo e determine: o dominio, o contradominio e o

conjunto imagem.

3. Seja a funcdo f: D — R dada pela lei de formacéo f(x) = 5x +2, de dominio D
={-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4}. Determine o conjunto imagem dessa funcao.

4, Sejam f e g funcdes reais, sendo que f(x) = 4x — 2 e f(g(x)) = 2x + 10.
Determine a lei de formacé&o da funcao g(x).

5. Suponha a funcéo real g(x) = x+1 e f(x) = x*. Encontre a fun¢do decorrente
da composicéao de f(g(x)).
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6. Uma funcéo f é dada por f(x) = ax + b, em que a e b sdo nameros reais.
Considerando que f (-1) = 3 e f (1) = -1, determine f (3).

7. Uma funcao satisfaz a relacdo f(2x) = 2f(x) + f (2) para qualquer valor real

de x. Sabendo-se que f (4) = 6, calcule f (16).

8. Determine a funcao afim f(x) = ax + b, sabendo que f (1) =5e f (-3) = —7.

9. O gréfico da fungéo quadratica definida por y = x2 — mx + (m — 1), em que m
€ R, tem um unico ponto em comum com o eixo das abscissas. Determine y

associado ao valor de x = 2.

10. Calcule o valor de k de modo que a funcgéo f(x) = 4x2 — 4x — k ndo tenha
raizes, isto €, o gréafico da parabola ndo possui ponto em comum com o €eixo

X.

11. Qual € a soma das coordenadas do veértice de uma funcado do segundo

grau definida por f(x) = 2x2 + 10x + 12?

12. Qual a altura maxima atingida por um projétil cuja trajetoria pode ser
descrita pela funcdo: h(x) = — 4x% + 5, sabendo que h é a altura do projétil e

gue x é a distancia percorrida por ele, em metros?

13. Sabe-se que o custo de C para produzir x unidades de certo produto é
dado pela expressdo C = x2 — 80x + 3000. Calcule o a quantidade de
unidades produzidas para que o custo seja minimo e o valor desse custo

minimo.
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14. A partir da andlise das informac¢fes no gréfico a seguir, referente a uma
funcdo do segundo grau, assinale a alternativa correta.

a) Os pontos A, B e C séo as raizes da funcao.

b) O ponto B é o ponto de encontro entre a funcéo e o eixo y.
c) O ponto C é o ponto de encontro entre a funcéo e o eixo y.
d) As raizes dessa funcdo sdo: x=1e x = 3.

e) O coeficiente “a” dessa fungao é positivo.

15. Um projétil da origem O (0,0), segundo um referencial dado, percorre
uma trajetdria parabdlica que atinge sua altura maxima

no ponto (2,4). Escreva a equacao dessa trajetoria.

16. Dadas as funges f(x) = 2 ¥ -4 e g(x) = 4 ¥~ 2%, se x satisfaz f(x) = g(x),

entao 2X é:


https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-sobre-relacao-entre-parabola-coeficientes-uma-funcao.htm

17.

18. Estabeleca o dominio das fun¢bes a seguir:
a) y = logs (x — ¥2)
b)y =109 x-1(—3x+9)
)y =logx+2 (x> —4)
19. Construa o grafico das funcdes:
a)y =logz x
b) y =logw2 X
20.
de g com f.
21. Construa o grafico da funcdo modular f(x) = 2 + |x — 1].
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Na fungé&o exponencial a seguir, calcule o valor de k. Considere uma
funcao crescente.

9(x) = (3k + 16)"

Se f(x) = x2 + 2x e g(x) = |x3| + 2%, determine a composta de fcomge
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