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ANGULOS

O que é dngulo?

Vamos comecar pela mais basica das perguntas. Chama-se de angulo a medida
de inclinacdo relativa a reunidao de duas retas ou semirretas que partem do
mesmo ponto, tendo a mesma origem. Essas retas podem ou nao formar dois
planos.

A

o Angulo



ANGULOS

Sabendo disso, temos uma maneira facil de coloca-las em notacao.

Na imagem anterior, o ponto O é o vértice (regido mais afastada de uma figura,
onde as partes se encontram) do angulo. Assim, as semirretas citadas OA e OB
sao tidas como os lados do angulo.

O angulo em destaque na figura recebe a seguinte notacao:

~

AOB.



ANGULOS

Exemplo:
Aqui temos, por exemplo, um angulo de 40° exposto entre duas semirretas, A e

B.
A

40°
C - B

A notacdo referente a ele é: 40° = ACB.



ANGULOS

Quais sao os tipos de angulos?
Existem diferentes tipos de angulos e, justamente por isso, devemos nos atinar
as suas diferentes propriedades.

Temos o angulo reto, o angulo agudo, o angulo obtuso, o angulo nulo, o dngulo
raso, dentre outros.

A seguir, vamos aos exemplos citados e nao citados.



ANGULOS

Angulo Reto

Chamaremos de angulo reto todo aquele angulo cuja medida possui exatamente
90°.

90°




ANGULOS

Angulo Agudo
Chamamos de angulo agudo todo angulo cuja medida é menor que 90°.

40°




ANGULOS

Angulo Obtuso
Chamamos de angulo obtuso todo angulo cuja medida é maior que 20°.




ANGULOS

Angulo Nulo
Chamamos de angulo nulo todo angulo que nao possui abertura; ou seja, que

tem 0°

00




ANGULOS

Angulo Raso
Chamamos de angulo raso todo angulo cuja medida possui exatamente 180°.

180°




ANGULOS

Angulos Consecutivos
Dois angulos sao consecutivos se eles compartilham um mesmo lado, ou seja, se

o lado de um for também o mesmo lado do outro.

A

45°

450




ANGULOS

Angulos adjacentes
Chamamos de angulos adjacentes dois angulos consecutivos que nao
compartilham pontos internos, ou seja, ndo estao sobrepostos um em relacao ao

outro.




ANGULOS

Para nocao de curiosidade, eis a diferenca entre um angulo adjacente e um
angulo que ndo é adjacente:

O

9 ou
AOB é adjacente a BOC AOC nao é adjacente a AOB



ANGULOS

Angulos Congruentes
Chamamos de angulos congruentes aqueles que possuem a mesma medida.

40° 40°




ANGULOS

Bissetriz de um angulo
Chamamos de bissetriz de um angulo a semirreta que parte do vértice de
um determinado angulo, sendo responsavel por dividi-lo em dois angulos
congruentes.

Ou seja, a semirreta b, interna ao angulo AOC, é bissetriz desse angulo se, e
somente se, AOB for igual a BOC.




ANGULOS

Exemplo: Uma bissetriz C corta um angulo de obtuso de 140° entre as
semirretas A e B. Logo, os novos angulos formados correspondem,
respectivamente, a 70° cada.

* A




ANGULOS

Angulos Complementares
Chamamos de angulos complementares aqueles cuja soma equivale a 90°; isto €,
um torna-se o complemento do outro.

'\

a + B = 90°



ANGULOS

Exemplo: Os dngulos A e B sao complementares. Sabendo que A = 60° indique
guanto mede o angulo B.

A+B=90°

60°+ B =90°

B =90°- 60°
B =30°



ANGULOS

Angulos Suplementares
Chamamos de angulos suplementares aqueles cuja soma equivale a 180°; isto €,
um torna-se o suplemento do outro.

o+ B =180°



ANGULOS

Exemplo: Os angulos A e B sao suplementares. Sabendo que A = 75° indique
guanto mede o angulo B.

A+B=180°
75°+ B =180°
B=180°-7/5°

B =105°



ANGULOS

Angulos Replementares
Conhecemos como angulos replementares aqueles cuja soma equivale a 360°;
isto é, um é o replemento do outro.

o+ B = 360°



ANGULOS

Exemplo: Os angulos A e B sao replementares. Sabendo que A = 35° indique
guanto mede o angulo B.

A+ B=360°
35°+ B =360°
B =360°-35°

B =325°



ANGULOS

Angulos Opostos pelo Vértice
Chamamos de angulos opostos pelo vértice as semirretas que se encontram,

formando um mesmo vértice com angulos opostos aos dois lados. Os angulos
opostos pelo vértice serao sempre iguais.




ANGULOS

Retas cortadas por uma transversal

Temos, como exemplo, a representacao de duas retas paralelas e distintas, que
chamaremos aqui der e s, cortadas por uma outra reta transversal t, delimitando
oito angulos. Esses angulos serao suplementares ou congruentes.




ANGULOS

Assim, os angulos formados serdo nomeados de uma maneira especial:

a=e
22
Cor dentes:
orrespondentes b
c=g
: {bzh
internos:
c=e
Alternos:
a=g
t :
externos {d _ ¥
' _ b+ e = 180°
internos:
i c+ h = 180°
Colaterais:

externos : @i f = 180°
d+ g = 180°



ANGULOS

Exemplo: (FUVEST-SP)
Na figura a seguir, as retas r e s sdo paralelas, o angulo 1 mede 45° e o angulo 2
mede 55° A medida, em graus, do angulo 3 é:

a) 50°
b) 55°
c) 60°
d) 80°
e) 100°




ANGULOS

\

il
3T
/2

Sendo assim, a resposta sera:



ANGULOS

Angulos no Cotidiano
Vocé certamente ja ouviu que a matematica esta presente em todos os lugares.

Como diversas areas dessa matéria, os angulos ndo fogem a regra. A seguir
veremos pequenos exemplos de angulos que podemos encontrar no nosso

cotidiano.

%—EI 90° .




UNIDADE DE MEDIDAS

Normalmente, os angulos sdo medidos em graus. Mas existem também outras
medidas utilizadas para medir uma circunferéncia (ou um arco); uma delas é o
radiano (rad). Utilizados especialmente para o caso de operacoes representadas
no circulo trigonométrico.

Em uma circunferéncia, o angulo correspondente a 1 radiano € aquele cuja
abertura compreende um arco com comprimento igual ao raio da circunferéncia.

lrad



UNIDADE DE MEDIDAS

Numa circunferéncia completa temos:
Uma volta completa no circulo trigonométrico corresponde, em graus, a 360° e

em radianos, 21T rad.

Assim:

27 =360°
(< 21 rad

A partir dai também é possivel concluir que:

m =180°



UNIDADE DE MEDIDAS

Desta forma, no caso de medida de angulo, o valor de 11 passa a ser referente a
180° Note que essa informacao é bastante utilizada para realizar a
transformacao de medida de radianos em graus, e vice-versa. Concluimos que,
uma medida em graus é diretamente proporcional a uma medida em radianos,
portanto é possivel aplicar aregra de trés.

Exemplo: Transforme 90° em radianos.

180x = 90m
90m
m——— 180° _g x:m
Xx——— 90° =
X= —

2



UNIDADE DE MEDIDAS

Comprimento de arco
Para determinarmos o comprimento de uma circunferéncia, utilizamos a
seguinte expressao matematica:
C=2%g*r
Para determinar o comprimento do arco de uma circunferéncia, temos a
seguinte expressao:
[ = (akrkr) /180
Onde ré oraio e « € 0 angulo central; neste caso, consideraremos 7 =3,14.
Caso o angulo central seja dado em radianos, utilizamos a seguinte expressao:
[l=a*r



UNIDADE DE MEDIDAS

Exemplo: Determine o comprimento de um arco com angulo central igual a 30°
contido numa circunferéncia de raio 2 cm.

a X omwXT 303,14 X 2
— —)-f:

T T30 — £=1,05cm




TRIANGULO RETANGULO

Definicao: Temos um triangulo retangulo quando um dos trés angulos internos é

reto. Na figura a seguir temos um angulo reto em A.

H?=C:* + C?

A

C

Sabe-se que o lado oposto ao angulo reto, no caso lado BC, é a hipotenusa, e que
os outros dois lados, AB e AC, sao os catetos do triangulo ABC. Ainda em relacao
ao triangulo retangulo, temos o teorema de Pitagoras, que consiste na seguinte
relacdo: a soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa.



TRIANGULO RETANGULO

Exemplo: Qual é a medida do cateto oposto ao angulo a no tridngulo a seguir?

VIR2:—= Xl — 202

—

a) 10 cm 25 cm X2 =252 -202
b) 15 cm X g gme
)20 cm X*=625-400

) 3
e) 30 cm 20 cm -




TRIANGULO RETANGULO

Propriedades trigonométricas
Dado o exemplo a seguir: 60°

] 30°
b

Temos que, no triangulo retangulo, o seno de um angulo é dado pela razao da
medida do cateto oposto ao mesmo angulo em relacao a hipotenusa.

a
sen 30° = —
C



TRIANGULO RETANGULO

Ja para o cosseno, temos a razao formada pela medida do cateto adjacente ao
mesmo angulo em relacao a hipotenusa.

cos 30° = —-
C
E a tangente é dada pelarazao entre o cateto oposto e o cateto adjacente.
o a
tg 30° = —

b

A cotangente é arazao entre o cateto adjacente e o cateto oposto:

t 30°—b
cotg =



TRIANGULO RETANGULO

A secante € arazao da hipotenusa pelo cateto adjacente:

c
sec 30° = -

b

A cossecante é a razao da hipotenusa pelo cateto oposto:

C
cossec 30° =—
a

Temos ainda, definida a partir do teorema de Pitagoras, a relacao trigonométrica
fundamental, representada por:

sen®x+cos’x=1



TRIANGULO RETANGULO

A seguir, os angulos notaveis mais usuais:

30° 45° 60°

L | V2| B

sen — 2 =
2 2 2
COS ﬁ ﬁ l
2 2 2

g é 1 ﬁ




TRIANGULO RETANGULO

Exemplo: Determine os angulos agudos de um tridngulo retangulo de catetos
que medem+v3cme 1 cm.

tgb=1
tga=13 0
3 tgb=1.13
tga=3 3 43
V3 tga=60 tgb=§3
b=30




TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA

90°

Y
1800 /\ 00:3600
\ |

R=1

270°




TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA

e TIANGENTE De acordo com os eixos como mostra na figura

/ ao lado, podemos definir as retas seno, cosseno
e tangente.




TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA

seno tangente

oD
D
AN
D
b
aDE

Andlise dos sinais em cada quadrante do ciclo
trigonométrico.

=
-
m

cosseno cotange cossecante

an
D
D
N
oD
N




TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA

Agora vamos observar os
correspondentes a um angulo x
qualquer... Isso nés temos gracas a
simetria encontrada em nossa
circunferéncia!




TRIGONOMETRIA NA CIRCUNFERENCIA

|
A3
/ Tg
sen
%
2|90° 60°=” rad
ZT”rad: 120° ] . 60° / 1 3
3T7trad =1350 &l ™Ng50 5 45°= T rad
2 W, 3 . .
%n,ad: 1500 L "% 1 P ™ 2 3= rad Acho melhor vermos isso se movimentando o
: - \ gue acham?
1800 | 0°= 0 rad
- cos
T rad £ 1| & £ 360°- 27 rad
7% rad = 210° \(33 B 3301
3
5T’fmd: 2250 3150 315°:7T”rad
4 E =
A% vad = 2400 -1
3 2700  300° 300°= 37 rad
3—”rad .
2
-3




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

DEFINICAO

e Conhecidas como funcoes circulares, estao relacionadas com as demais voltas
do ciclo trigonométrico. Ela é periddica, ou seja, tem um comportamento
periddico que ocorre em determinados intervalos de tempo. Assim o periodo
corresponde ao menor intervalo de tempo em que acontece a repeticao de
determinado fenbmeno.



FUNCOES TRIGONOMETRICAS

FUNCAO SENO

f(x) = sen(x)

Yy = sen x




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

FUNCAO COSSENO
f(x) = cos(x)

y

’] -
Nz cos x
O 1




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

FUNCAO TANGENTE

f(x) = tg(x) 2




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

FUNCAO COSSECANTE

Ey = cos'scc T i
f(x) = cossec(x) ' '

o

0 n‘{z 1'7 31%/2 jlrr T




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

FUNCAO SENO

f(x) = sec(x)

yh

3-

| |
Yy =8ecx |
|

—

fr 31‘712 ;{n T




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

FUNCAO SENO

f(x) = cotg(x)




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

EXEMPLO

e Determine o Dominio, a Imagem e o Periodo da funcao h(x)=cos(x)

y

'I.
Nz cOS8 T
O T

-

0

/2

T

T1/2

f)
—_

o
m &



FUNCOES TRIGONOMETRICAS

A3
Tg
~ sen
RESOLUCAO % 900 600:5’.‘1‘{
23—”."&[1: 120° 0 60° / 1 3
7 rad - 135° &l 454 45°=Zrad
% rad=150° 1% 1 ? 30°=Z rad
e Analisando o ciclo trigonométrico S ’
180° / 0°=0 rad
cos
vemos que: mrad \ | £| & 360°= 27 rad
B/
%rmd: 2100 3 330°:1—}-57£rad
' 3
ST”rad: 225° | 315027_71"“1
A i | \ 4
% vad = 2400 ~1
3 2700  300° 300°= 7 rad




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

RESOLUCAO

e Assim temos que o Dominio da funcdo h(x)=cos(x) é todo o conjunto dos
numeros Reais .




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

RESOLUCAO

e Aimagemestdnointervalode[-1,1].




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

RESOLUCAO

e E operiododafuncaoéde 2pi.




FUNCOES TRIGONOMETRICAS

EXERCICIO (ASSINCRONO)

e Determine o Dominio, a Imagem e o Periodo da funcao f(x)=3sen(4x).

Utilizar operacoes com arcos duplos para a resolucao deste exercicio.



FUNCOES TRIGONOMETRICAS

EXERCICIO

e Determine o Dominio, a Imagem e o Periodo da funcao f(x) = tg(x)



OPERACOES COM ARCOS E ARCOS DUPLOS

Como podemos calcular o seno de um angulo sem a tabela completa das funcoes
trigonomeétricas?

Exemplo: sen (80°)

sen(30°+50°) = sen30° + sen50 °???

Arcos duplos sao relacoes trigonométricas utilizadas pra calcular um arco
qgue multiplicado por dois, ou seja, foi dobrado. Mas ao se dobrar o arco, nao
podemos apenas dobrar as funcdes trigonométricas (seno, cosseno, tangente), e

por isso temos algumas formulas para realizar esse calculo.



OPERACOES COM ARCOS E ARCOS DUPLOS

Para o seno, quando é necessario saber a adicao, subtracao de dois arcos,

“u_n [{§

a’ e “b’, e o arco duplo se usa as seguintes formulas:
sen(a + b) = sena.cosb + cosa.senb
sen(a-b) = sena.cosb-cosa.senb

sen2a = 2.sena.cosa



OPERACOES COM ARCOS E ARCOS DUPLOS

Exercicios

1)A distancia entre o topo do prédio e a ponta de sua sombra é de 30m e o angulo entre a
ponta da sombra e o topo do prédio é de 75 graus. Calcule a altura do prédio.

2)(Assincrono) Calcule o seno de 105°.



OPERAGCOES COM ARCOS E ARCOS DUPLOS

B

sen(75)=co/30

sen(75)=sen(30+45)=sen(30)cos(45)+sen(45)cos(30)

30
sen(30)cos(45)+sen(45)cos(30)=co/30

75° O .




OPERAGCOES COM ARCOS E ARCOS DUPLOS

Para o cosseno, temos

cos(a + b) = cosa.cosb- sena.senb
cos(a-b) = cosa.cosb + sena.senb

cos2a = 2cos’a-1loucos2a = 1- sen®a



OPERACOES COM ARCOS E ARCOS DUPLOS

Exercicios
1)Calcule o cosseno de 15°.

2)(Assincrono)Calcule o cosseno de 120°.

Dica 1: cos(45-30)
cos(45)..cos(30)+sen((45).sen(30)



OPERACOES COM ARCOS E ARCOS DUPLOS

Para a tangente:




OPERAGOES COM ARCOS E ARCOS DUPLOS

Exercicios
1)Calcule a tangente de 15°,

2)(Assincrono)Calcule a tangente de 105°.

Dica 1: tg(15)=tg(60-45)



OPERAGCOES COM ARCOS E ARCOS DUPLOS

E para a cotangente:

cotga.cotgb —1

t + b) =
Coky L ) cotg a + cotg b
cotga.cotghb + 1
t —.b) =
coig (@ ) cotg b — cotg a
cotg®a — 1
cotg 2a =

2.cotg a
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